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双轴向列相液晶弹性系数的理论推导

张瑞玲，刘　红
（南京师范大学 物理科学与技术学院，江苏 南京　２１００９７，Ｅｍａｉｌ：ｚｈａｎｇｒｕｉｌｉｎｇ＠１２６．ｃｏｍ）

摘　要：将双轴向列相液晶的分子简化为３根互相垂直的长棒，利用棒与棒之间相互作用能

的叠加，得到分子间的总相互作用能。将其展开至指向矢形变的二阶项，得到与指向矢形变

有关的１２个转动不变量，整理得到与Ｓａｕｐｅ形式一致的弹性能密度公式，其１２个弹性系数

与分子结构有明确关系。对１２个弹性系数中的９个简单形变弹性系数与分子棒长间的关系

进行了讨论。当分子形状为非轴对称时，系统为双轴相。对于３根棒长均不相等的分子，沿

指向矢无形变方向（如ξ）的分子长棒对弹性能无贡献，而与ξ相垂直的两指向矢方向的分子

长棒对弹性能有贡献，且弹性系数取决于２棒长差的平方。由于分子形状的非轴对称性与棒

长差有关，非轴对称性越强，弹性系数越大。当棒长差为零时，分子形状为轴对称，弹性系数

归结为单轴相弹性系数。
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１　引　　言

在向列相液晶中，对于非轴对称的液晶分子，

理论分析表明，由于分子的相互作用可产生双轴

向列相。双轴向列相液晶的实验验证是当前一个

具有挑战性的课题。１９７０年，Ｆｒｅｉｓｅｒ在理论上预

言了双轴相的存在［１］，但直到１９８０年才由Ｙｕ和

Ｓａｕｐｅ通过变化溶致液晶的浓度和温度，在由Ｋ，

十二酸酯１正癸醇构成的混合物中测出双轴

相［２］。小分子热致液晶中的双轴相则在经过了

２０年的争议后才被证实。Ａｃｈａｒｙａ在由刚性弯

曲核分子（或 Ｖ形分子）构成的热致液晶中测出

了其独特的Ｘ射线衍射图案，结果清晰地展示出

系统的双轴相［３］。Ｂａｔｅｓ等人通过对Ｖ形分子的

ＭｏｎｔｅＣａｒｌｏ模拟
［４］，也发现了双轴相的存在。

由于双轴向列相在显示上的潜在应用，双轴向列

相的相关理论和实验研究重新引起了人们的

兴趣。

在双轴相的基础研究中，弹性理论是一重要

部分。１９８１年，Ｓａｕｐｅ
［５］采用与固体弹性理论相

似的方法，导出了双轴向列相液晶弹性能密度公

式，其中包含１２个独立的弹性系数，其值由实验

测量决定。１９８４年，Ｅ．Ｇｏｖｅｒｓ和Ｇ．Ｖｅｒｔｏｇｅｎ
［６］

等人将在实验室坐标系中的双轴相序参数矩阵表

达式代入向列相液晶自由能密度展开式中，整理

出１２个指向矢形变转动不变量。与此对应的１２

个独立的弹性系数与Ｓａｕｐｅ弹性系数存在等价关

系，即系数之间可以相互转化。其后，双轴相的弹

性理论有了进一步的发展。利用 Ｌａｎｄａｕ 理

论［７］，在二阶近似下，通过构造２个序参数矩阵形

变转动不变量，也整理出了弹性能的１２个弹性系

数，但其中仅包含２个独立的参数（在高阶近似下，

独立参数的个数会增加），这一理论给出了弹性系

数与液晶序参数的关系。最近，文献［８］运用分子

相互作用转动不变量的一般形式，在平均场近似

下，用统计理论得到了弹性系数与分子四极矩和分

子取向有序度的关系，但推导方法较为复杂。一般

而言，分子四极矩与分子电荷分布、分子形状和分

子结构有关，但并非是分子结构的明确函数，所以

由文献［８］并不能给出弹性系数与分子结构的明

确关系。为避免文献［８］复杂的推导方法 并得到

双轴相弹性系数与分子结构参数间的具体关系，
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本文将液晶分子抽象为３根相互垂直的长棒，对

分子间的简单相互作用能进行了假设，经过推导

得到了双轴相液晶的弹性系数并对弹性系数与分

子结构、棒长之间的关系进行了讨论。

２　理论计算

考虑２个轴对称的液晶分子长棒犻，犼，如图１

所示。
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图１　２个轴对称的液晶分子长棒

Ｆｉｇ．１　Ｔｗｏｌｉｑｕｉｄｃｒｙｓｔａｌｍｏｌｅｃｕｌｅｒｏｄｓｗｉｔｈｃｙｌｉｎｄｒａｌ

ｓｙｍｍｅｔｒｙ

假设两分子棒间的相互作用能为［９］

狌犻犼 ＝－
１

２
犑犻犼（狀犻·狀犼）

２ （１）

其中狀犻，狀犼为第犻，犼个分子长棒的单位矢量，犑犻犼与

两分子重心间的位置矢量狉犻犼有关。所有分子之

间总的相互作用能为

犝犻犼 ＝
１

２犻，犼
狌犻犼 （２）

考虑到系统含有大量的液晶分子，可将分子看为

在空间连续分布。设第犻个分子位置矢量为狉，第

犼个分子位置矢量为狉＋ε，则系统中分子相互作

用能密度为：

犳狀狀 ＝－
１

２ρ∫犑（ε）［狀（狉）·狀（狉＋ε）］
２ｄε （３）

其中ρ＝
犖

Δ犞
为分子数密度，犑犻犼＝犑（狉犻－狉犼）＝犑（ε）．

　　对于非轴对称液晶分子，将其抽象为３根相

互垂直的长棒，如图２所示。
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 Fig.2  Liquid crystal molecules with non-cylindrical symmetry can be abstracted into three 

perpendicular rods 

ÖÓäÄà¥÷Ãªô 

j

¼

2 

 

 

n

r

 

ur

rr

e=

 

m

r

 

m

r

 

 

 

 

l

r

 

n

r

 

i

 

l

r

 

!

"

#

!

#

"

$!!%

!

"

图２　非轴对称液晶分子抽象为３根相互垂直的长棒

Ｆｉｇ．２　Ｌｉｑｕｉｄｃｒｙｓｔａｌｍｏｌｅｃｕｌｅｓｗｉｔｈｎｏｎｃｙｌｉｎｄｒｉｃａｌｓｙｍｍｅｔｒｙ

ｃａｎｂｅａｂｓｔｒａｃｔｅｄｉｎｔｏｔｈｒｅｅｐｅｒｐｅｎｄｉｃｕｌａｒｒｏｄｓ

　　分子间的相互作用为棒与棒之间相互作用叠

加，其相互作用能密度为：

犝 ＝ 
α，β＝犾，犿，狀

αβ犳αβ （４）

其中犳αβ是α，β（α，β＝犾，犿，狀）棒间的相互作用能，

相互作用强度系数正比于棒长的乘积αβ，比例系

数含在犳αβ中。原则上，系统自由能为犉＝犝－

犜犛，其中犝 为内能，犛为熵，犜为热力学温标。运

用统计理论研究单轴、双轴向列相弹性能的文献

［８，１０］指出，对于由指向矢形变产生的弹性能，

除一与温度有关的比例系数外，－犜犛项的函数

形式与内能相同。此外，文献［９，１１］对单轴向列

相弹性能的推导也仅取内能项，因此本文仅利用

式（４）给出的内能密度作为系统自由能推导弹性

能公式。参照文献［９，１１］的方法，为简化起见，假

定分子长轴单位矢量犾^，^犿，^狀 分别与所在处指向

矢^犪，^犫，^犮重合，即理想向列序。以式（４）中的犳犾犾项

为例做下列推导：

犳犾犾 ＝－
１

２ρ∫犑（ε）［犪（狉）·犪（狉＋ε）］
２ｄε

将［犪（狉）·犪（狉＋ε）］
２



做小量展开

［犪（狉）·犪（狉＋ε）］
２
＝犪犻 犪犻＋ε犼犼犪犻＋

１

２
ε犼ε犽犼犽犪犻＋［ ］… 犪犾 犪犾＋ε犿犿犪犾＋１２ε犿ε狀犿狀犪犾＋［ ］… ＝

１＋
１

２
犪犾ε犿ε狀犿狀犪犾＋

１

２
犪犻ε犼ε犽犼犽犪犻＋

１

４
犪犻犪犾ε犽ε犿ε狀犼犽犪犻犿狀犪犾＋… （５



）

　　式（５）中的第一项对应无形变时系统的自由

能，与本文所考虑的弹性能无关，故略去。再略去

高阶项，只保留形变，即指向矢导数的平方项，利

用积分性质：

∫犑（ε）ε犿ε狀ｄε＝δ犿狀∫犑（ε）ε
２
狕ε
２ｓｉｎθｄεｄθｄ＝δ犿狀犐犃

其中犃＝
４

３
π，犐＝∫

ε０

０
ε
４犑（ε）ｄε。将式（５）整理

得到：
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犳ｌｌ＝
１

２ρ
犐犃犼犪犻犼犪犻

对于犳ｌｍ项，设犾^，^犿，分别与指向矢犪^，^犫重合，有：

犳ｌｍ ＝－
１

２ρ∫犑（ε）［犪（狉）·犫（狉＋ε）］
２犱ε

将［犪（狉）·犫（狉＋ε）］
２



做小量展开

［犪（狉）·犫（狉＋ε）］
２
＝犪犻 犫犻＋ε犼犼犫犻＋

１

２
ε犼ε犽犼犽犫犻＋［ ］… 犪犿 犫犿 ＋ε犾犾犫犿 ＋１２ε犾ε狀ｌｎ犫犿＋［ ］… ＝

犪犻犪犿ε犼ε犾犼犫犻犾犫犿 ＋
１

２
犪犻犪犿ε犼ε犾ε狀犼犫犻犾犿犫犿 ＋

１

２
犪犻犪犿ε犼ε犽ε犾犼犽犫犻犾犫犿 ＋… ＝犪犻犪犿ε犼ε犾犼犫犻犾犫



犿

再次运用上述方法可以得到：

犳ｌｍ ＝－
１

２ρ
犐犃犪犻犪犿犼犫犻犼犫犿 ＝

１

２ρ
犐犃犪犻犫犿犼犫犻犼犫犿

利用文献［６］中给出的独立的指向矢形变转动不变

量，以及其矢量形式，得到系统弹性能密度中

犳犾犾，犳ｌｍ项的表达式为：

犳ｌｌ＝
１

２ρ
犐犃［（·犪）

２
＋

（犪·×犪）
２
＋（犪××犪）

２］ （６）

犳ｌｍ ＝－
１

４ρ
犐犃［（·犪）

２
＋（犪·×犪）

２
＋

（犪××犪）
２
＋（·犫）

２
＋（犫·×犫）

２
＋

（犫××犫）
２
－（·犮）

２
－（犮·×犮）

２
－

（犮××犮）
２］ （７）

将式（６），（７）中脚标犾，犿，狀和犪，犫，犮轮流置换，

可得：

犳犿犿＝
１

２ρ
犐犃［（·犫）

２
＋（犫·×犫）

２
＋（犫××犫）

２］

犳狀狀＝
１

２ρ
犐犃［（·犮）

２
＋（犮··犮）

２
＋（犮××犮）

２］

犳犾狀 ＝－
１

４ρ
犐犃［（·犪）

２
＋（犪·×犪）

２
＋

（犪××犪）
２
＋（·犮）

２
＋（犮·×犮）

２
＋

（犮××犮）
２
－（·犫）

２
－（犫·×犫）－

（犫××犫）
２］

犳犿狀 ＝－
１

４ρ
犐犃［（·犫）

２
＋（犫·×犫）

２
＋

（犫××犫）
２
＋（·犮）

２
＋（犮··犮）

２
＋

（犮××犮）
２
－（·犪）

２
－（犪·×犪）

２
－（犪××犪）

２］

犳犾犿 ＝犳犿犾，犳犾狀 ＝犳狀犾，犳犿狀 ＝犳狀犿 （８）

将式（６～８）带入式（４），得总弹性能密度公式为：

犳τ＝
１

２ρ
犐犃（犾２－犾犿－犾狀＋犿狀）（·犪）

２
＋

１

２ρ
犐犃（犾２－犾犿－犾狀＋犿狀）（犪·×犪）

２
＋

１

２ρ
犐犃（犾２－犾犿－犾狀＋犿狀）（犪××犪）

２
＋

１

２ρ
犐犃（犿２－犾犿－犿狀＋犾狀）（·犫）

２
＋

１

２ρ
犐犃（犿２－犾犿－犿狀＋犾狀）（犫××犫）

２
＋

１

２ρ
犐犃（犿２－犾犿－犿狀＋犾狀）（犫××犫）

２
＋

１

２ρ
犐犃（狀２－犾狀－犿狀＋犾犿）（·犮）

２
＋

１

２ρ
犐犃（狀２－犾狀－犿狀＋犾犿）（犮·×犮）

２
＋

　
１

２ρ
犐犃（狀２－犾狀－犿狀＋犾犿）（犮××犮）

２
　（９）

Ｇｏｖｅｒｓ给出双轴向列相弹性能密度公式为
［６］：

犳犔犅 ＝
１

２
｛犽犪１（·犪）

２
＋犽犪２（犪·×犪）

２
＋

犽犪３（犪××犪）
２
＋犽犫１（·犫）

２
＋

犽犫２（犫·×犫）
２
＋犽犫３（犫××犫）

２
＋

犽犮１（·犮）
２
＋犓犮２（犮·×犮）

２
＋

犽犮３（犮·×犮）
２
＋犓ａｂ（犪·×犫）

２
＋

犓ｂｃ（犫·×犮）
２
＋犓ｃａ（犮·×犪）

２｝

　　与Ｇｏｖｅｒｓ的弹性能表达式相比较，本文所

得结果式（９）与文献［６］相同。为讨论本模型所得

弹性系数的物理意义，利用Ｓａｕｐｅ弹性能系数与

Ｇｏｖｅｒｓ弹性能系数间的等价关系
［７］，将式（９）给

出的弹性系数转化为Ｓａｕｐｅ弹性能系数，得：

犽犪犪 ＝犽犫２＋犽犮２ ＝ρ犐犃（犿－狀）
２

犽犫犫 ＝犽犪２＋犽犮２ ＝ρ犐犃（犾－狀）
２

犽犮犮 ＝犽犪２＋犽犫２ ＝ρ犐犃（犾－犿）
２

犽犪犫 ＝犽犪３＋犽犫１＋犓犮犪 ＝ρ犐犃（犾－犿）
２

犽犫犪 ＝犽犪１＋犽犫３ ＝ρ犐犃（犿－犾）
２

犽犫犮 ＝犽犫３＋犽犮１＋犓犪犫 ＝ρ犐犃（犿－狀）
２

犽犮犫 ＝犽犫１＋犽犮３ ＝ρ犐犃（狀－犿）
２

犽犮犪 ＝犽犪１＋犽犮３＋犓犫犮 ＝ρ犐犃（狀－犾）
２

犽犪犮 ＝犽犪３＋犽犮１ ＝ρ犐犃（犾－狀）
２

犮犪犫 ＝犮犫犮 ＝犮犮犪 ＝０ （１０）

　　在以上推导中，分子长棒间相互作用能只考
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虑了两棒间的相对取向而没有考虑两分子重心间

位置矢量与分子长轴的耦合对作用能的贡献，注

意到相互作用能必须为转动不变量，将式（３）推

广为：

犳τ＝－
１

２犻，犼
犑狌狏狑犻，犼［狀犻·狌犻犼］

狌［狀犼·狌犻犼］
狏［狀犻·狀犼］

狑 （１１）

根据液晶分子长棒的轴对称性，弹性能犳（－狀犻）＝

犳（狀犻），要求：

狌＋狑＝ｅｖｅｎ（偶数）

狏＋狑＝ｅｖｅｎ（偶数）

对于简单情形，即狌＋狑＝２，狏＋狑＝２，有犳
１１１，

犳
００２，犳

２２０项。双轴相弹性能犳
００２项已于式（９）求

出，对于犳
１１１和犳

２２０项，

犳
１１１
＝ 

α，β＝犾，犿，狀

αβ犳
１１１
αβ

（１２）

犾，犾棒间的相互作用能为：

犳
１１１
犾犾 ＝－

１

２ρ∫犑
１１１（ε）［犪（狉）·狌］·

［犪（狉＋ε）·狌］［犪（狉）·犪（狉＋ε）］ｄε （１３）

其中ε＝ε狌。将［犪（狉）·狌］［犪（狉＋ε）·狌］［犪（狉）·犪

（狉＋ε）］做小量展开，考虑到狌的奇次幂项积分

为零，忽略常数项和指向矢导数二阶以上的高阶

项，得：

［犪（狉）·狌［犪（狉＋ε）·狌］［犪（狉）·犪（狉＋ε）］＝

１

２
犪犻犪犼犪狊ε

２狌犻狌犼狌狋狌犽狋犽犪狊＋
１

２
犪犻ε

２狌犻狌犼狌犾狌犿犾犿犪犼



利用

∫ε
２狌狋狌犽狌犻狌犼犑

１１１（ε）ｄε＝∫ε
２（δ狋犽δ犻犼＋δ狋犻δ犽犼＋δ狋犼δ犽犻）ε

２犑１１１（ε）ｄε·犃′＝３犐′犃′ （１４



）

其中犐′＝∫ε
４犑１１１（ε）ｄε，犃′＝

４

１５
π，得到：

犳
１１１
犾犾 ＝ρ

２
犐′犃′［２（·犪）

２
＋（犪·×犪）

２
＋

２（犪××犪）
２］ （１５）

　　类似地，可得犾，犿棒之间的自由能密度为：

犳
１１１
犾犿 ＝－

１

２ρ ［犐′犃′ （·犪）
２
＋
１

２
（犪·×犪）

２
＋

（犪××犪）
２
＋（·犫）

２
＋
１

２
（犫·×犫）

２
＋

（犫××犫）
２
－（·犮）

２
－
１

２
（犮·×犮）

２
－

（犮××犮）］２ （１６）

　　将式（１５），（１６）中犾，犿，狀和犪，犫，犮轮流置

换，可得：

犳
１１１
犿犿 ＝ρ

２
犐′犃′［２（·犫）

２
＋（犫·×犫）

２
＋

２（犫××犫）
２］

犳
１１１
狀狀 ＝ρ

２
犐′犃′［２（·犮）

２
＋（犮·×犮）

２
＋

２（犮××犮）
２］

犳
１１１
狀犾 ＝－

１

２ρ
犐′犃′［（·犪）

２
＋
１

２
（犪·×犪）

２
＋

（犪××犪）
２
＋（·犮）

２
＋
１

２
（犮·×犮）

２
＋

（犮××犮）
２
－（·犫）

２
－
１

２
（犫·×犫）

２
－

（犫××犫）
２］

犳
１１１
ｍｎ ＝－

１

２ρ
犐′犃′［（·犫）

２
＋
１

２
（犫·×犫）

２
＋

（犫××犫）
２
＋（·犮）

２
＋
１

２
（犮·×犮）

２
＋

（犮××犮）
２
－（·犪）

２
－
１

２
（犪·×犪）

２
－

（犪××犪）
２］

犳ｌｍ ＝犳ｍｌ，犳ｌｎ＝犳ｎｌ，犳ｍｎ＝犳ｎｍ （１７）

将式（１５～１７）代入式（１２）得：

犳
１１１
τ ＝ρ犐′犃′（犾

２
－犾犿－犾狀＋犿狀）（·犪）

２
＋

１

２ρ
犐′犃′（犾２－犾犿－犾狀＋犿狀）（犪·×犪）

２
＋

ρ犐′犃′（犾
２
－犾犿－犾狀＋犿狀）（犪××犪）

２
＋

ρ犐′犃′（犿
２
－犾犿－犿狀＋犾狀）（·犫）

２
＋

１

２ρ
犐′犃′（犿２－犾犿－犿狀＋犾狀）（犫·×犫）

２
＋

ρ犐′犃′（犿
２
－犾犿－犿狀＋犾狀）（犫××犫）

２
＋

ρ犐′犃′（狀
２
－犾狀－犿狀＋犾犿）（·犮）

２
＋

１

２ρ
犐′犃′（狀２－犾狀－犿狀＋犾犿）（犮·×犮）

２
＋

ρ犐′犃′（狀
２
－犾狀－犿狀＋犾犿）（犮××犮）

２
　（１８）

　　将式（１８）Ｇｏｖｅｒｓ形式弹性能的弹性系数转

化为Ｓａｕｐｅ弹性能形式的弹性系数，得到：

犽犪犪 ＝犽犫２＋犽犮２ ＝ρ犐′犃′（犿－狀）
２

犽犫犫 ＝犽犪２＋犽犮２ ＝ρ犐′犃′（犾－狀）
２

犽犮犮 ＝犽犪２＋犽犫２ ＝ρ犐′犃′（犾－犿）
２

犽犪犫 ＝犽犪３＋犽犫１＋犓犮犪 ＝２ρ犐′犃′（犾－犿）
２

犽犫犪 ＝犽犪犫
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犽犫犮 ＝犽犫３＋犽犮１＋犓犪犫 ＝２ρ犐′犃′（犿－狀）
２

犽犮犫 ＝犽犫犮

犽犮犪 ＝犽犪１＋犽犮３＋犓犫犮 ＝２ρ犐′犃′（狀－犾）
２

犽犪犮 ＝犽犮犪

犮犪犫 ＝犽犮１－犽犮２ ＝ρ犐′犃′（狀
２
－犾狀－犿狀＋犾犿）

犮犫犮 ＝犽犪１－犽犪２ ＝ρ犐′犃′（犾
２
－犾犿－狀犾＋犿狀）

犮犮犪 ＝犽犫１－犽犫２ ＝ρ犐′犃′（犿
２
－犾犿－犿狀＋狀犾）

（１９）

对于犳
２２０项，推导方法与上述相同，但其中需利

用积分

∫狌犻狌犼狌犽狌狊狌狋狌犾ε
２犑２２０（ε）ｄε＝

｛δ犻犼（δ犽狊δ狋犾＋δ犽狋δ狊犾＋δ犽犾δ狊狋）＋δ犻犽（δ犼狊δ狋犾＋δ犼狋δ狊犾＋δ犼犾δ狊狋）＋

δ犻狊（δ犼犽δ狋犾＋δ犼狋δ犽犾＋δ犼犾δ犽狋）＋δ犻狋（δ犼犽δ狊犾＋δ犼狊δ犽犾＋δ犼犾δ犽狊）＋

δ犻犾（δ犼犽δ狊狋＋δ犼狊δ犽狋＋δ犼狋δ犽狊）｝［∫ε
４犑２２０（ε）ｄε］·犃″＝１５犐″犃″

这里犃″＝
４

１０５
π，犐″＝∫ε

４犑２２０（ε）ｄε，再经过与上述

方法类似的推导，得到：

犳
２２０
τ ＝３ρ犐″犃″（犾

２
－犾犿－犾狀＋犿狀）（·犪）

２
＋

ρ犐″犃″（犾
２
－犾犿－犾狀＋犿狀）（犪·×犪）＋

３ρ犐″犃″（犾
２
－犾犿－犾狀＋犿狀）（犪××犪）

２
＋

３ρ犐″犃″（犿
２
－犾犿－犿狀＋犾狀）（·犫）

２
＋

ρ犐″犃″（犿
２
－犾犿－犿狀＋犾狀）（犫·×犫）

２
＋

３ρ犐″犃″（犿
２
－犾犿－犿狀＋犾狀）（犫××犫）

２
＋

３ρ犐″犃″（狀
２
－犾狀－犿狀＋犾犿）（·犮）

２
＋

ρ犐″犃″（狀
２
－犾狀－犿狀＋犾犿）（犮·×犮）

２
＋

３ρ犐″犃″（狀
２
－犾狀－犿狀＋犾犿）（犮××犮）

２

（２０）

对应的Ｓａｕｐｅ形式弹性系数为：

犽犪犪 ＝犽犫２＋犽犮２ ＝２ρ犐″犃″（犿－狀）
２

犽犫犫 ＝犽犪２＋犽犮２ ＝２ρ犐″犃″（犾－狀）
２

犽犮犮 ＝犽犪２＋犽犫２ ＝２ρ犐″犃″（犾－犿）
２

犽犪犫 ＝犽犪３＋犽犫１＋犓犮犪 ＝６ρ犐″犃″（犾－犿）
２

犽犫犪 ＝犽犪犫

犽犫犮 ＝犽犫３＋犽犮１＋犓犪犫 ＝６ρ犐″犃″（犿－狀）
２

犽犮犫 ＝犽犫犮

犽犮犪 ＝犽犪１＋犽犮３＋犓犫犮 ＝６ρ犐″犃″（狀－犾）
２

犽犪犮 ＝犽犮犪

犮犪犫 ＝犽犮１－犽犮２ ＝４ρ犐″犃″（狀
２
－犾狀－犿狀＋犾犿）

犮犫犮 ＝犽犪１－犽犪２ ＝４ρ犐″犃″（犾
２
－犾犿－犾狀＋犿狀）

犮犮犪 ＝犽犫１－犽犫２ ＝４ρ犐″犃″（犿
２
－犾犿－犿狀＋犾狀）

（２１）

考虑到系统弹性能应为犳
１１１，犳

００２，犳
２２０的叠加，分

别得到Ｇｏｖｅｒｓ弹性能形式



：

犳τ＝ （ρ犐犃＋２ρ犐′犃′＋６ρ犐″犃″）（犾
２
－犾犿－犾狀＋犿狀）（·犪）

２
＋（ρ犐犃＋ρ犐′犃′＋２ρ犐″犃″）×

（犾２－犾犿－犾狀＋犿狀）（犪·×犪）
２
＋（ρ犐犃＋２ρ犐′犃′＋６ρ犐″犃″）（犾

２
－犾犿－犾狀＋犿狀）×

（犪××犪）
２
＋（ρ犐犃＋２ρ犐′犃′＋６ρ犐″犃″）（犿

２
－犾犿－犿狀＋犾狀）（·犫）

２
＋（ρ犐犃＋ρ犐′犃′＋２ρ犐″犃″）×

（犿２－犾犿－犿狀＋犾狀）（犫·×犫）
２
＋（ρ犐犃＋２ρ犐′犃′＋６ρ犐″犃″）（犿

２
－犾犿－犿狀＋犾狀）×

（犫××犫）
２
＋（ρ犐犃＋２ρ犐′犃′＋６ρ犐″犃″）（狀

２
－犾狀－犿狀＋犾犿）（·犮）

２
＋（ρ犐犃＋ρ犐′犃′＋２ρ犐″犃″）×

（狀２－犾狀－犿狀＋犾犿）（犮·×犮）
２
＋（ρ犐犃＋２ρ犐′犃′＋６ρ犐″犃″）（狀

２
－犾狀－犿狀＋犾犿）（犮××犮）

２

（２２



）

　　以及Ｓａｕｐｅ弹性能形式的弹性系数为：

犽犪犪 ＝犽犫２＋犽犮２ ＝ρ（犐犃＋犐′犃′＋２犐″犃″）（犿－狀）
２

犽犫犫 ＝犽犪２＋犽犮２ ＝ρ（犐犃＋犐′犃′＋２犐″犃″）（犾－狀）
２

犽犮犮 ＝犽犪２＋犽犫２ ＝ρ（犐犃＋犐′犃′＋２犐″犃″）（犾－犿）
２

犽犪犫＝犽犪３＋犽犫１＋犓犮犪 ＝ρ（犐犃＋２犐′犃′＋６犐″犃″）（犾－犿）
２

犽犫犮＝犽犫３＋犽犮１＋犓犪犫 ＝ρ（犐犃＋２犐′犃′＋６犐″犃″）（犿－狀）
２

犽犮犪＝犽犪１＋犽犮３＋犓犫犮 ＝ρ（犐犃＋２犐′犃′＋６犐″犃″）（狀－犾）
２

（２３）

犽犫犪 ＝犽犪犫，犽犮犫 ＝犽犫犮，犽犫犮 ＝犽犮犪

犮犪犫 ＝犽犮１－犽犮２ ＝ρ（犐′犃′＋４犐″犃″）·

（狀２－犾狀－犿狀＋犾犿）

犮犫犮 ＝犽犪１－犽犪２ ＝ρ（犐′犃′＋４犐″犃″）·

（犾２－犾犿－犾狀＋犿狀）

犮犮犪 ＝犽犫１－犽犫２ ＝ρ（犐′犃′＋４犐″犃″）·

（犿２－犾犿－犿狀＋犾狀）

３　结果与讨论

考虑三根棒中两根棒的棒长为零，即犿＝０，

狀＝０，此时分子为轴对称长棒状分子。此时式

（２２）给出的弹性能表达式为：

犳＝（ρ犐犃＋２ρ犐′犃′＋６ρ犐″犃″）犾
２（·犪）

２
＋

（ρ犐犃＋ρ犐′犃′＋２ρ犐″犃″）犾
２（犪·×犪）

２
＋

（ρ犐犃＋２ρ犐′犃′＋６ρ犐″犃″）犾
２（犪××犪）

２
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弹性系数犽犪１＝犽犪３＞犽犪２，与棒长的平方成正比，其

它系数均为零，系统为沿犪的单轴项。

若分子一根棒长为零，其余两根棒长相等，即

犿＝０，犾＝狀。此时分子形状似盘状，仍具有轴对称

性。式（２２）给出：

犳＝ （ρ犐犃＋２ρ犐′犃′＋６ρ犐″犃″）犾
２（·犫）

２
＋

（ρ犐犃＋ρ犐′犃′＋２ρ犐″犃″）犾
２（犫·×犫）

２
＋

（ρ犐犃＋２ρ犐′犃′＋６ρ犐″犃″）犾
２（犫××犫）

２

弹性系数犽犫１＝犽犫３＞犽犫２，仍与棒长的平方成正比，

其它项均为零，系统为沿犫的负单轴相。

在单轴相弹性系数中，展曲和弯曲系数相等，

均大于扭曲系数。在实验中大部分单轴液晶系统

的展曲系数与弯曲系数均大于扭曲系数。

为讨论非轴对称液晶分子系统的双轴相弹性

系数与分子结构的关系，首先考虑简单情况：３

根棒长中１根棒长为零，其余２根不相等。一般

而言，非轴对称液晶分子系统由于分子相互作用，

可产生双轴相［１２］，分子具有两个优先取向。为

明确起见，设分子棒长犿＝０，犾＜狀，且狀棒长固

定。式（２３）计算表明在０＜犾＜
１

２
狀区间内，弹性

系数满足犽犪犪＞犽犫犫＞犽犮犮，犽犫犮＞犽犪犮＞犽犪犫；在
１

２
狀＜犾＜狀

区间内，犽犪犪＞犽犮犮＞犽犫犫，犽犫犮＞犽犪犫＞犽犪犮＞；当犾＝
１

２
狀

时，犽犪犪＞犽犫犫＝犽犮犮，犽犫犮＞犽犪犮＝犽犪犫。在Ｓａｕｐｅ理论

中，犽犪犪（犽犫犫，犽犮犮）为简单形变犫，犮绕犪（犮，犪绕犫，犪，犫

绕犮）的扭曲弹性系数。根据本文所得弹性系数

与棒长的关系公式，在简单形变犫，犮绕犪的扭曲

形变（见图３，棒犿，狀绕犾旋转）中，弹性系数应正

比于狀２（这里犿＝０）。考虑到０＜犾＜狀区间，狀最

大，因此在弹性系数犽犪犪，犽犫犫，犽犮犮中犽犪犪取最大值。

当０＜犾＜
１

２
狀，分子形状具有非轴对称性，且此非

轴对称性随着犾的增加而增加。形变项犽犫犫，犽犮犮分

别为（犮，犪）绕犫，（犪，犫）绕犮的扭曲形变，即棒（狀，

犾）绕犿，棒（犾，犿）绕狀扭曲。对于犽犫犫项，弹性系

数应当取决于犾与狀的竞争，即与棒长犾和狀的

差有关。当犾＝狀，两棒长对弹性系数的贡献相

等，相互抵消，使得弹性系数为零。再考虑到对

于非胆甾相液晶，扭曲弹性系数为正，犽犫犫弹性系

数应当为棒长犾和狀差的平方，即犽犫犫∝（犾－狀）
２。

对于犽犮犮项，由本文假设犿＝０，弹性系数犽犮犮应正

比于犾２。综合上述考虑，在０＜犾＜
１

２
狀 区间，

（犾－狀）２＞犾
２，因此犽犫犫＞犽犮犮。类似地，在

１

２
狀＜犾＜

狀区间内犽犫犫＜犽犮犮，只有在犾＝狀／２时，犽犫犫＝犽犮犮。

对上述非轴对称液晶分子系统，在０＜犾＜
１

２
狀

区间内，弹性系数犽犫犮＞犽犮犪＞犽犪犫；在
１

２
狀＜犾＜狀区

间内犽犫犮＞犽犪犫＞犽犮犪；在犾＝狀／２时，犽犫犮＞犽犮犪＝犽犪犫。

在Ｓａｕｐｅ理论中，犽犫犮（犽犮犪，犽犪犫）项表示犫（犮，犪）弯曲，

犮（犪，犫）展曲，犪（犫，犮）无形变的简单形变。这对应

图４中的犿棒弯曲，狀棒展曲，犾棒无形变。由于

犿＝０，犽犫犮弹性系数应当正比于狀
２，在０＜犾＜狀区

间内，狀最大，所以在犽犫犮，犽犮犪，犽犪犫中犽犫犮最大。对于

犽犮犪，犽犪犫，由前所述，两弹性系数应分别正比于

（犾－狀）和犾的平方，即犽犮犪∝（犾－狀）
２，犽犪犫∝犾

２。因

此在０＜犾＜
１

２
狀区间，犽犮犪＞犽犪犫。同理，在

１

２
狀＜

犾＜狀区间犽犮犪＜犽犪犫。

对于一般的非轴对称液晶分子系统，分子３根
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图３　简单形变犫，犮绕犪的扭曲示意图。图中分子长棒

单位矢量犾，狀分别沿指向矢犪，犮．

Ｆｉｇ．３　Ｓｃｈｅｍａｔｉｃｄｉａｇｒａｍｏｆｓｉｍｐｌｅｄｉｓｔｏｒｔｉｏｎ：ｔｗｉｓｔｄｉｓ

ｔｏｒｔｉｏｎｏｆｄｉｒｅｃｔｏｒｓ犫，犮ａｒｏｕｎｄｄｉｒｅｃｔｉｏｎ犪．Ｉｎｔｈｅ

ｄｉａｇｒａｍ，ｕｎｉｔｖｅｃｔｏｒｓ犾，狀ｏｎｔｈｅｒｏｄｓａｒｅａｌｏｎｇｄｉ

ｒｅｃｔｉｏｎ犪，犮ｒｅｓｐｅｃｔｉｖｅｌｙ．
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图４　简单形变犫弯曲，犮展曲，犪无形变示意图。图中分

子长棒单位矢量犿，狀分别沿指向矢犫，犮．

Ｆｉｇ．４　Ｓｃｈｅｍａｔｉｃｄｉａｇｒａｍｏｆｓｉｍｐｌｅｄｉｓｔｏｒｔｉｏｎ：犫ｂｅｄ，犮

ｓｐｌａｙ，犪ｎｏｄｉｓｔｏｒｔｉｏｎ．Ｉｎｔｈｅｄｉａｇｒａｍ，ｕｎｉｔｖｅｃ

ｔｏｒｓ犿，狀ｏｎｔｈｅｒｏｄｓａｒｅａｌｏｎｇｄｉｒｅｃｔｉｏｉｎ犫，犮ｒｅｓｐｅｃ

ｔｉｖｅｌｙ．
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棒长均不为零，且彼此不相等。式（２３）中给出１２

项弹性能，对应有１２个弹性系数，其中９项弹性

能对应９个简单形变（耦合项除外）
［７］：犽犪犪，犽犫犫，犽犮犮

项分别为指向矢犫，犮绕犪（犮，犪绕犫，犪，犫绕犮）的扭

曲弹性系数；其余６项犽αβ（α，β＝犪，犫，犮，α≠β）为

指向矢α弯曲，β展曲。在任意一简单形变中，均

有一指向矢无形变（如ξ），而与之垂直的两指向

矢有形变。式（２３）给出对应形变的弹性系数与

垂直于ξ方向的分子棒长有关，弹性系数正比于

２棒长差的平方。根据本文假设的分子模型，这

一棒长差的平方与分子形状的非轴对称性有关。

平方差越大，非轴对称性越强，弹性系数越大。

当２棒长相等时，分子形状为轴对称，该形变的

弹性系数为零，其余弹性系数变为单轴相弹性

系数。

４　结　　论

推导出了在理想取向序假设下双轴向列相液

晶系统１２个弹性系数与分子结构间的关系。分

析了其中９个简单形变弹性系数与分子棒长的关

系。结果表明，当分子形状为轴对称时，系统为

单轴向列相，简单形变弹性系数取决于分子棒长

的平方，且归结于单轴向列相弹性系数；当分子

形状为非轴对称时，系统为双轴向列相，简单形变

弹性系数取决于沿两形变指向矢方向的分子长棒

的竞争，且与两棒长差的平方成正比。
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ｔｉｏｎｔｏｅｌａｓｔｉｃｅｎｅｒｇｙ，ｗｈｉｌｅｔｈｅｔｗｏｒｏｄｌｅｎｇｔｈｓｐｅｒｐｅｎｄｉｃｕｌａｒｔｏξｃｏｎｔｒｉｂｕｔｅｂｏｔｈｔｏｅｌａｓｔｉｃｃｏｎ

ｓｔａｎｔｓ．Ｔｈｉｓｅｌａｓｔｉｃｃｏｎｓｔａｎｔｉｓｄｅｔｅｒｍｉｎｅｄｂｙｔｈｅｓｑｕａｒｅｏｆｔｈｅｉｒｄｉｆｆｅｒｅｎｃｅ．Ｓｉｎｃｅｔｈｉｓｄｉｆｆｅｒｅｎｃｅｉｓ

ｒｅｌａｔｅｄｔｏｔｈｅｎｏｎｃｙｌｉｎｄｒｉｃａｌｓｙｍｍｅｔｒｙ，ｔｈｅｓｔｒｏｎｇｅｒｔｈｅｎｏｎｃｙｌｉｎｄｒｉｃａｌｓｙｍｍｅｔｒｙｉｓ，ｔｈｅｌａｒｇｅｒｔｈｅ

ｅｌａｓｔｉｃｃｏｎｓｔａｎｔｉｓ．Ｗｈｅｎｔｈｉｓｄｉｆｆｅｒｅｎｃｅｉｓｚｅｒｏ，ｔｈｅｍｏｌｅｃｕｌｅｉｓｃｙｌｉｎｄｒｉｃａｌ，ｔｈｅｅｌａｓｔｉｃｃｏｎｓｔａｎｔｓａｒｅ

ｒｅｄｕｃｅｄｔｏｔｈｏｓｅｏｆｕｎｉａｘｉａｌｎｅｍａｔｉｃｓ．

犓犲狔狑狅狉犱狊：ｂｉａｘｉａｌｎｅｍａｔｉｃｌｉｑｕｉｄｃｒｙｓｔａｌ；ｅｌａｓｔｉｃｃｏｎｓｔａｎｔｓ；ｄｉｒｅｃｔｏｒｓｄｉｓｔｏｒｔｉｏｎ

作者简介：张瑞玲（１９８０－），女，山东菏泽人，硕士研究生，主要从事液晶弹性理论的研究
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２００８年物理学类期刊影响因子排序（前１０名）

序号 期刊名称 影响因子

１ ＣＨＩＮＰＨＹＳ １．９６０

２ 物理学报 １．５６６

３ 光谱学与光谱分析 １．１６２

４ 液晶与显示 １．１５６

５ 红外与毫米波学报 １．１１７

６ 光子学报 １．０９２

７ 光学学报 ０．９２２

８ 声学学报 ０．８０７

９ 应用光学 ０．８０３

１０ ＡｄｖａｎｃｅｓｉｎＡｔｍｏｓｐｈｅｒｉｃＳｃｉｅｎｃｅｓ ０．６７４

　　在“中国科技期刊引证报告”统计的１７６５种期刊中，《液晶与显示》期刊的影响因子在总排序中

为９１。

摘自“中国科技期刊引证报告（核心版）”２００８年版


